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Re´sume´
Dans ce travail, un outil nume´rique est de´veloppe´ : il permet de simuler une interaction
modale rotor-stator, coı¨ncidence vibratoire entre un mode de la roue aubage´e et un mode
du carter qui lui fait face. Lors de ce phe´nome`ne, le contact entre les deux structures
entraıˆne un transfert d’e´nergie qui peut se traduire par une instabilite´ et une destruction
du moteur. Les premiers re´sultats nume´riques confirment la relation analytique existante
qui pre´dit les vitesses de rotation pour lesquelles il y a risque d’interaction modale.
1 Introduction
Dans le cadre du dimensionnement des carters fan, le bureau d’e´tudes doit concevoir des
structures capables de re´sister a` diffe´rents types de sollicitations dynamiques, du contact mo-
dal rotor-stator a` la re´tention d’une aube de soufflante. La tenue des carters a` la perte d’aube
ne´cessite leur rigidification par des nervures externes. Il est montre´ que la raideur du carter
joue un roˆle non ne´gligeable dans le phe´nome`ne d’interaction modale rotor-stator. Le contact
entre les deux structures, duˆ a` un balourd par exemple, entraıˆne un transfert d’e´nergie entre
les deux structures qui peut se traduire par une instabilite´ (une augmentation exponentielle
des amplitudes de vibration) et une ruine des composants ou des brides boulonne´es qui les
retiennent. Malgre´ la pose d’un mate´riau abradable a` faible tenue me´canique sur le carter afin
d’e´viter le contact direct me´tal-me´tal, il est ne´cessaire de trouver le meilleur compromis pos-
sible sur la rigidite´ de la pie`ce pour que soient assure´es a` la fois la re´tention et l’insensibilite´
a` l’interaction. Un outil simplifie´ permettant nume´riquement de de´tecter une situation d’in-
teraction rotor-stator a e´te´ de´veloppe´. La premie`re partie concerne la mode´lisation des deux
structures en jeu, la seconde partie explique le phe´nome`ne d’interaction modale tel qu’il
est connu actuellement et la troisie`me et dernie`re partie de´taille l’algorithme de re´solution
de´veloppe´ et pre´sente quelques re´sultats.
2 Mode´lisation des structures
2.1 Mode`le de la roue aubage´e
Pour cette e´tude, la roue aubage´e a e´te´ mode´lise´e le plus simplement possible. Elle est
constitue´e d’un nombre de´fini de poutres rigides fixe´es au disque du rotor par l’interme´diaire
d’une raideur et connecte´es entre elles par des ressorts de type spiral : sur la figure 1, les
raideurs ka agissent directement sur les parame`tres αi, positions angulaires des aubes respec-
tives. Ici, la raideur centrifuge due a` la vitesse de rotation de la roue aubage´e n’est pas prise
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Figure 1 – Sche´ma d’une partie de la roue aubage´e
en compte. L’e´quation de la me´canique associe´e a` αi est :
maα¨i + (kb + 2ka)αi − ka(αi+1 + αi−1) = 0 avec ma = mla
2
3
(1)
La ge´ne´ralisation de cette e´quation a` toute la roue aubage´e permet d’e´crire un syste`me matri-
ciel ou` la matrice raideur est circulante et la matrice masse diagonale :
[M ]{α¨}+ [K]{α} = {0} (2)
Les modes propres de la roue aubage´e sont calcule´s a` partir de ce mode`le.
2.2 Mode`le du carter
Le carter est directement discre´tise´ sur ses modes propres et les masses et raideurs mo-
dales respectives sont calcule´es graˆce a` un mode`le e´le´ments finis tre`s simple d’un carter.
Lors du calcul, des termes d’amortissement ont e´te´ ajoute´s dans les e´quations pour prendre
en compte l’amortissement structurel de la roue aubage´e et du carter. En plus, le syste`me ma-
triciel respectif de chaque structure n’est pas norme´ par rapport a` sa matrice masse pour
conserver le vrai rapport massique entre le stator et le rotor.
3 L’interaction modale
3.1 De´finitions
L’axisyme´trie de la roue aubage´e, qui se traduit ge´ne´ralement par des matrices masse
et raideur circulantes, confe`re a` ses modes propres une proprie´te´ inte´ressante : ils ont des
fre´quences de vibration e´gales deux a` deux [1]. Quelques modes font exception :
– le premier si le nombre de degre´s de liberte´ est impair.
– le premier et le dernier si le nombre de degre´s de liberte´ est pair.
Les modes a` fre´quence e´gale peuvent eˆtre combine´s de fac¸on judicieuse pour former des
ondes de de´formation re´trograde et avance. Pour ces deux modes, les angles de chaque aube
peuvent eˆtre de´crits par les e´quations :
α(θ) = cos(nd(θ − θ0)) et α(θ) = sin(nd(θ − θ0))
ou` θ0 est un parame`tre inde´termine´ et nd le nombre de diame`tres des deux modes.
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Figure 2 – Un des modes a` 3 diame`tres de chaque structure
L’onde qui se propage dans le sens direct est alors de´finie par :
αr(θ, t) = cos(ωt) cos(nd(θ − θ0)) + sin(ωt) sin(nd(θ − θ0))
αr(θ, t) = cos(ωt− nd(θ − θ0))
et l’onde qui se propage dans le sens indirect, par :
αa(θ, t) = cos(ωt) cos(nd(θ − θ0))− sin(ωt) sin(nd(θ − θ0))
αa(θ, t) = cos(ωt+ nd(θ − θ0))
La vitesse de propagation de ces deux ondes vaut ±ω/nd dans le repe`re lie´ a` la structure
et Ω ± ω/nd dans un repe`re fixe si la roue aubage´e est en rotation dans le sens direct a` la
vitesse angulaire Ω. Ainsi, toute de´formation de la roue aubage´e est vue, non pas par une
combinaison line´aire de modes propres mais pas une combinaison line´aire d’ondes avance et
re´trograde.
Le carter constituant lui aussi une structure axisyme´trique, toutes les notions utilise´es
pour la mise en e´quations de la roue aubage´e sont valables pour son e´tude. De la meˆme
fac¸on donc, la vitesse de propagation de ces deux ondes pour un diame`tre donne´ vaut±ω/nd
dans le repe`re fixe. Ces nouvelles de´finitions permettent de mieux caracte´riser le phe´nome`ne
d’interaction.
3.2 Interaction modale
Les amplitudes de vibration d’une structure peuvent devenir importantes si celle-ci est
excite´e sur un de ses modes. Pour qu’il y ait interaction modale, il faut donc que :
– les deux structures acquie`rent des de´forme´es propices a` un e´change d’e´nergie, c’est-a`-
dire qu’elles vibrent toutes les deux sur un mode a` meˆme diame`tre.
– chaque structure vibre a` sa fre´quence propre.
– les vitesses de propagation des ondes de de´formation dans le repe`re fixe coı¨ncident.
Physiquement, quatre solutions remplissent les conditions pre´ce´dentes mais en conside´rant
que la vitesse de rotation de la roue aubage´e est importante face aux vitesses de propagation
des ondes de de´formation, ce sont les forces de frottement entre les deux structures, dirige´es
dans le sens inverse de rotation du rotor sur les aubes et dans le sens de rotation du rotor sur
le carter, qui nous permettent de dire que seule la vitesse de rotation du moteur Ω ve´rifiant
l’e´quation suivante est dangereuse vis-a`-vis de l’interaction :
ωc = ndΩ− ωa (3)
avec :
– nd : nombre de diame`tres du mode conside´re´
– ωa : pulsation propre du mode a` nd diame`tres de la roue aubage´e
– ωc : pulsation propre du mode a` nd diame`tres du carter
– Ω : vitesse de rotation de la roue aubage´e.
Cette relation analytique repre´sente une condition ne´cessaire pour l’apparition d’une in-
teraction modale.
4 Mode´lisation du contact et inte´gration temporelle
Le but de cette partie est de mettre au point une simulation nume´rique qui permette de
ve´rifier les re´sultats the´oriques de la section 3.
4.1 Algorithme de re´solution
4.1.1 cas ge´ne´ral
Le syste`me matriciel de´coulant de la mode´lisation des structures est mis sous la forme :
[M ]{u¨}+ [C]{u˙}+ [K]{u} = {FNL} (4)
ou` {u} est le vecteur de´placement comprenant les degre´s de liberte´ du carter et de la roue
aubage´e et {FNL}, celui des forces de frottements entre ces deux structures. La matrice [C]
satisfait la condition de Basile. Pour ge´rer convenablement le contact entre les aubes et le
carter, la me´thode des lagrangiens est couple´e a` une me´thode explicite d’inte´gration en temps
base´e sur les diffe´rences finies centre´es qui permettent de discre´tiser en temps le vecteur
de´placement :  u¨n =
un+1 − 2un + un−1
h2
u˙n =
un+1 − un−1
2h
(5)
Il est de´montre´ que la seule formulation consistante pour ge´rer le contact dans un algorithme
d’inte´gration temporelle explicite est de type pre´diction - correction [4]. La pre´diction est une
re´solution des e´quations de la me´canique qui ne tient pas compte des e´ventuels contacts et la
correction intervient a` chaque fois qu’une pe´ne´tration entre les deux structures a e´te´ de´tecte´e.
Pour interdire toute pe´ne´tration, il est ne´cessaire d’appliquer le principe d’Hamilton a`
la fonctionnelle habituelle augmente´e de l’e´nergie de contact [2]. Ensuite, la me´thode de
re´solution est la suivante :
1. pre´diction du vecteur de´placement {un+1} sans prendre en compte les e´ventuels contacts.
2. test sur le contact pour chaque aube.
3. si une pe´ne´tration est de´tecte´e, correction de {un+1}.
4. passage au pas de temps suivant.
4.1.2 cas particulier avec deux aubes en contact
Dans cette partie, on e´tudie un syste`me compose´ de six aubes dont deux sont en contact
avec le carter a` un pas de temps donne´. Ce choix permet de mettre en lumie`re la structure des
e´quations et des simplifications qui seront impose´es par la suite.
En faisant l’approximation θi = Ωt+αi+(i−1)pi3 (ce qui est pertinent puisque l’excen-
tricite´ e est tre`s faible) et en posant βi = ndθi, les pe´ne´trations deviennent d’apre`s la figure
3 : 
d1 = lc + a cosβ1 + b sinβ1 − la
(
1 +
e2
2la2
− e
la
cos θ1
)
d2 = lc + a cosβ2 + b sinβ2 − la
(
1 +
e2
2la2
− e
la
cos θ2
) (6)
ou` a et b sont les contributions des deux modes du carter. L’e´nergie de contact s’e´crit alors :∏
contact
(d1, d2, λ1, λ2) = λ1d1 + λ2d2 (7)
λ1 et λ2 sont les multiplicateurs de Lagrange associe´s aux pe´ne´trations d1 et d2. L’application
du principe d’Hamilton permet ensuite d’e´crire le syste`me d’e´quations pour les phases de
pre´diction et de correction. La phase de pre´diction est base´e sur le sche´ma des diffe´rences
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Figure 3 – Sche´ma de le pe´ne´tration aube/carter pour un excentre-
ment e donne´
finies centre´es et ne pose pas de difficulte´ particulie`re. La phase de correction donne les
e´quations suivantes :
mc
h2
(an+1 − an+1∗) + λ1 cosβn+11 + λ2 cosβn+12 = 0
mc
h2
(bn+1 − bn+1∗) + λ1 sinβn+11 + λ2 sinβn+12 = 0
ma
h2
(αn+11 − αn+11
∗
) + λ1(−e sin θn+11 + nd(bn+1 cosβn+11 − an+1 sinβn+11 )) = 0
ma
h2
(αn+12 − αn+12
∗
) + λ2(−e sin θn+12 + nd(bn+1 cosβn+12 − an+1 sinβn+12 )) = 0
lc + an+1 cosβn+11 + bn+1 sinβ
n+1
1 − la
(
1 +
e2
2la2
− e
la
cos θn+11
)
= 0
lc + an+1 cosβn+12 + bn+1 sinβ
n+1
2 − la
(
1 +
e2
2la2
− e
la
cos θn+12
)
= 0
(8)
L’exposant n+1 indique le pas de temps en cours et l’exposant n+1∗ indique que les variables
ont e´te´ calcule´s pendant la pre´diction : elles sont donc connues durant cette e´tape. La phase
de correction revient a` re´soudre un syste`me de six e´quations non line´aires. Plus le nombre
d’aubes simultane´ment en contact est e´leve´, plus la taille du syste`me pre´ce´dent augmente.
Cette proce´dure est donc tre`s pe´nalisante en temps de calcul. La solution adopte´e pour dimi-
nuer ce temps de calcul est, dans un premier temps, de conside´rer les termes souligne´s dans
le syste`me pre´ce´dent au pas de temps n au lieu du pas de temps n + 1, et dans un deuxie`me
temps, de calculer les multiplicateurs de Lagrange inde´pendamment les uns des autres : pour
chaque multiplicateur, la contribution de ses homologues sur la de´formation du carter est
alors prise nulle. Ensuite, ces multiplicateurs sont somme´s pour calculer an+1 et bn+1. Une
comparaison avec la me´thode de la pe´nalite´ permet de de´fendre ces simplifications. Meˆme si
les e´quations de la me´canique ne sont pas ve´rifie´es exactement, il n’y a pas besoin de choi-
sir un coefficient de pe´nalite´ a priori et les phe´nome`nes de rebonds caracte´ristiques de cette
me´thode sont filtre´s.
Cet algorithme a donc e´te´ teste´ sur un cas d’interaction modale.
4.2 Pre´diction d’une interaction modale
Un premier calcul confirme que la roue aubage´e doit elle aussi eˆtre re´duite sur ses modes
propres pour pouvoir simuler une interaction modale. La me´thode utilise´e se rapproche donc
de celle de´crite dans la section pre´ce´dente mais les de´formations des deux structures sont
de´compose´es sur deux modes a` meˆme diame`tre, choisis avant le calcul. Ce sont les modes
a` deux diame`tres dans notre cas. Le contact entre les deux structures est assure´ par l’in-
terme´diaire d’un excentrement progressif de l’axe de rotation jusqu’a` une valeur maximale.
Ce processus a e´te´ utilise´ en faisant varier la vitesse de rotation de la roue aubage´e et en
ne trac¸ant que l’amplitude maximale des vibrations du premier mode du carter. La figure 4
montre les re´sultats obtenus.
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Figure 4 – Amplitude maximale des vibrations du carter en fonction
de la vitesse de rotation du moteur (rad/s)
Les deux cercles mettent en e´vidence les vitesses de rotation pour lesquelles l’amplitude
des vibrations est devenue tre`s importante. Le premier juste avant Ω = 150rad/s n’a pour
l’instant pas d’explication. Le deuxie`me encadre la vitesse de rotation du moteur pour laquelle
il peut y avoir, the´oriquement, une interaction. En utilisant l’e´quation (3), cette vitesse de
rotation vaut 274.95rad/s. La me´thode donne donc des re´sultats plutoˆt encourageants meˆme
si elle est tre`s sensible a` la valeur maximale de l’excentricite´ e. Si cette valeur est trop faible,
il n’y a jamais interaction, si elle est trop importante, il y a interaction quelle que soit la
vitesse de rotation du moteur.
La taille du pas de temps a e´te´ un proble`me important lors des simulations nume´riques.
Plusieurs tests, pour des pas de temps allant de 10−5s a` 10−8s ont montre´s que la convergence
nume´rique e´tait difficile a` atteindre. Un compromis a du eˆtre trouve´ entre la pre´cision et le
temps de calcul, qui passe de quelques secondes pour un pas de temps de 10−5s a` plusieurs
heures pour un pas de temps de 10−8s. Finalement, un pas de temps de 10−6s a e´te´ choisi
pour le calcul d’interaction modale pre´ce´dent
5 Conclusion
Les premiers re´sultats obtenus au niveau de l’interaction modale dans un moteur d’avion
sont encourageants. Meˆme s’il est difficile de tirer des conclusions actuellement, la the´orie
existante et le mode`le nume´rique tre`s simple de´veloppe´ s’accordent : il faut que les deux
structures vibrent sur un mode a` meˆme diame`tre pour amorcer une interaction. Cependant,
les temps de calcul sont assez importants pour une pre´cision acceptable, le mode`le nume´rique
ne tient pas compte de l’abradable pre´sent entre les aubes et le carter, le mode`le retenu
pour la roue aubage´e est beaucoup trop rigide et enfin, l’excentrement du rotor doit eˆtre
ge´ne´ralise´ dans les e´quations de la me´canique. Le nombre de contacts simultane´s entre les
deux structures lors d’une simulation nume´rique rend difficile la convergence de l’algorithme
de re´solution vers la solution vraie. Il est donc envisage´ de re´soudre ce proble`me de trans-
fert d’e´nergie lors du contact par une me´thode multi-harmonique qui a donne´ de tre`s bons
re´sultats pour des cas de friction pure [3] et qui permettrait de re´duire la re´solution du syste`me
d’e´quations, pour un mode`le de type e´le´ments finis des structures, aux seuls degre´s de liberte´
non line´aires, a` savoir ceux implique´s dans le contact rotor/stator [5].
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